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Teoriada Barganha

Cooper ativa (Axiomatica) - Nao-cooper ativa

- Edgeworth - Rubingein-Stahl (*)

- Barganhade Nash (*) (informacéo completa)

- Variagdes de Nash - Informagéo assmétrica
Kalai-Smor odinsky - Rubinstein, Admati-Perry,
M aschler-Perles Cramton, €tc.
Igualitéaria-Equivalente - Antecedentesincomuns
Utilitaria,etc. . Posner, Bazerman,

Yildiz (*),...

- Valor de Shapley (*)




Problema de Barganha de Nash

N ={1,2} — osagentes
Si RN— o conjunto de pares factiveis de utilidade esperada
d=(dy, d) T S—osdesfechos sem concordancia
Um problema de barganha é qualquer (S, d) onde

S é compacto e convexo, e

$x1 Sdeformaquex > d ex, > .
B € o conjunto de todos os problemas de barganha.

Uma solucdo de barganha € qualquer funcéo

f:B® RN deformaquef(Sd) 1 Sparacada(S,d).

Axiomas de Nash

1. Axioma da Utilidade Esperada [EU] (invariancia sob
transformagBes afing): (S, d ), V(S".d"). a;> 0

8= [.5:" s'=as +h Vie "u}l o _ o
: . g = f(S8d" )Y=a, f(S5,d)+b Vie N
d'=ad +bVieN ‘
2. Simetria[Sy]: Sga (S,d) simétricos. d; = d, e
[(x1,X2) T Sse, esomentese (x2,x1) T S]. Entso,
f1(S,d) = f2(S,d).

3. Independéncia dealternativasirrelevantes[l1A]:
seTi Sef(Sd) 1 T, entdo f(T,d) = f(S,d).

4. Pareto—Otimalidade[PO]: sex,yT Sey>x,
entdo f(S,d) * x.




Axioma da utilidade esperada

F 3

L J




Independéncia de alternativas irrelevantes

ﬂ f(T.d) = £(S.d)

Solucéo de Barganha de Nash

F(s.dy=argmax(s, —d, s, —d.)

C= 80, ES
o -




Exemplos
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£(S.d) = argmax {-"'| —d, :}{'.s': —U(!’_, ).
Teoremade Nash

Teorema: Uma solucéo de barganhaf satisfaz os
Axiomas de Nash (EU, Sy, IIA, PO) se, e somente se
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1.

SE
d' . =ad +bVie N

2.

Axiomas de Nash

Axioma da Utilidade Esperada (invariancia sob
transformagBes afins): /(S.d ), V(S'.d"), ;= 0

h

s =as, +h Vie NY

r\.u
¥ J‘l. = f(S".d")=a,f(S.d)+b Vie N

Simetria [Sy]: Sgja (S,d) smetricos: d; = d, e
[(x1,x2) T Sse esomentese (x2,x1) T . Entso,

£1(S,d) = fo(S,d).

Independéncia de alter nativasirrelevantes:
seTi Sef(Sd) T T, entdo f(T,d) = f(S,d).

Pareto —Otimalidade: sex,y 1 Sey > x,
entio f(S,d) * x.
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Provado Teorema de Nash

Veifique f* satisfaz os axiomas de Nash. (fécil)

Pegue quaisquer (S,d). Transforme-osem (S',d’) de forma que
d=0ef(S,d)=(11). Sob[Sy, IIA, PO], f(S,d') =
*(S,d)=(1,1). &EU b {(S,d) = f*(S,d). CQD

FES.d) = (1.1)

k 2
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«S* é simétrico. (como)
+&Sy&PO = AAIS*d") = (1.1) e §&

KA = AS7.d7) = (1.1) = /%(S".d")
+&EU = f(S8.d) = /~(5".d")
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Uma extensdo de Nash
5. Racionalidade Individual [IR]: f(S,d) 3 d.

Teorema: Haexatamente duas solucdes de barganha
que satisfazem os axiomas EU, Sy, I1A elR:

f* eD comD(.,d)° d.
Prova: [EU&IIA&IR] P (PO ou D(.,d)° d). CQD
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Nash Assmétrico

Teorema: SgaA ={x3 0| x1+x2£ 1} . Paraqualquer a
em (0,1), hd uma Unica solucéo de barganha f* que
satisfaz os Axiomas EU, 1A elR, ef%(A,0) = (a, 1-a);

SIS, d)=arg maX(Sl —d, ) (52 —d, )™

seS.v=d

15

Variagoes de Nash

Alterando os axiomas de Nash, muitos caracterizaram
solugdes de barganhas variadas, com axiomas
variados. Por exemplo:

1. Kda-Smorodinsky
Monotonicidade, EU, Sy, PO
2. lguditério:
maxmin {Xy,Xo}

3. Utilitario: max ax; + bx,
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Vaor de Shapley — barganhade n pessoas

Um jogo de coaliz8 (N,v), ondev: 2" ® R. y
v(S) é a utilidade total méxima que acodizéo S
pode obter em caso de discordancia com N\S.

Ll

Uma solucéo de barganha (ou valor) € qualquer
funcdo f que atribua uma alocagdo f(Sv) em R®
para cada coalizéo S, onde Sifi(S,v) = v(9).

A contribuicio marginal dei paraScomi |l Sé
D.(S) = v(Suii}) — v(S).
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Valor de Shapley — definicéo

Umacodizéo § ={1,2,...,i} . CodizZo S

- formado naordem {1} > - formada em uma ordem aleatéria
{12}>{1,23}> ..> onde cada permutacéo €
{1,2,...,;-1} > {1,2,...,i-1,i}; igudment&eprovével —ha|s|!

- oultimo achegar temtodoo Permutacoes;
poder - outimo achegar temtodo o
de barganha. poder de barganha.

EntZo, f,(S.v) = v({1}). - Ent&o, o valor de Shapley (j ):
f:(fwl-“} — D:{ E l : ‘} - . ] i
v({1.2}) = v({1}), .... P(S.v) =2, DSR)
E(S.v) = Dy(S, )= ) o )
v({1.2Y) = v({1}). onde R é quaquer permutac;ao,

S(R) ={R(1),R(2),...,i}.
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Exemplo — Firma

N ={c} E W; ctemuma
fabrica wl W éum

[ ]

O(c)=0(m) =0,

trabalhador. Sem ¢, os ¢ AT GWE W W
trabal hadores produzem O, * QA=

com ¢, m trabal hadprgs (p(1)+.. . +p(m))/(m+1);
produzem p(m); p € concavo,

Creg:ente e p(O) = 0 L (Pu{ ‘f\ﬂ]} —

v(S) = p(ISCW)) secl (p(m)-@(A,,))/m.

S, v(S) = 0 caso contrario
[O&R;259.3]
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Exemplo — Mercado
N ={1,2,3}; 1 €0 vendedor; 2 e 3 sGo compradores;

« v()=0;v(1,2)=v(1,3)=v(1,2,3)=1;

v(2.3)=0.

« ¢0(1)=0;¢(1.0)=0(L,1)=";¢(2,3)=0;
0,(1,2.3)=2(0+ 1+ 1)/3! =2/3;
0,(1,2,3)=,(1.2,3) =1/3! = 1/6.

[0 preco € 2/3 e os compradores tém igua probabilidade de compra]

Nucleo(N,v) ={(1,0,0)}.
20
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Vaor de Shapley e o Nlcleo

Teorema: Paraqualquer jogo convexo (N,v), o valor de
Shapley (f ) estd no nucleo.

Prova:

1

Como (N,v) éconvexo, " perm. R, gR(N,v) = Di(S(R)) estano
Nucleo (aula anterior).

Vaor de Shapley éamédiados s j = Srg/|N|!
O Ncleo € convexo.

O vaor de Shapley estano Nucleo. CQD
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Axiomas de Shapley
Simetria: Sei ej so intercambidvels
(ousga, D= D)), entéo
fi(-1v) = fi("v)
Ficticio: Sei éficticio (ou sga, D;=v({i})), entdo

fi(.v) = v({i}).
Aditividade: f(.,v+w) = f(.,v) + f(.,w).

22
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Teorema (Shapley)

O vaor de Shapley (j ) € anica solucéo de barganha (ou valor)
gue satisfaz aos axiomas de Shapley (a saber, Smetria,
ficticio e aditividade).

Prova:

1. Veifique ] satisfaz os axiomas de Shapley.

2. Haum unico vaor f que satisfaz os axiomas de
Shapley. CQD
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Prova (Etapa 2)

Estabelecaum N fixo. Entéo, (V.v)=ve R
Definavr por v+(S) = 1 se Si T; caso contrério, vr(S) = 0.

(Vg1 « N ¢ uma base para R
1. Suponha que Sgbsvs, masb; ? 0.

2. $T*1 T, deformagque Pr+#0 & bp=0 vITcT®.

3. L bgvo(T%) = b0, uma contradi ¢éo.

o P2 ) 2 hov.
Vve R 7. 3 umtnico € R deformaquev = z%h“ﬁ‘w'

. A1&A2b fi(avy) =al[T|seil T; caso contrério, O.

&A3 => £(v) = [(Zbeve) = Eofi(beve) = T, by/|S
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Contribuicdes Balanceadas

Um valor f satisfaz a propriedade de contribuicdes
balanceadassse, " (N,v), " i,j emN,

f(N,v) — f(N\{i}) = ’[}{N.,v] fi{N"'\ b,

Teorema: O vaor de Shapley € a unica solucéo
de barganha que satisfaz a propriedade de
contribuicdes balanceadas.

Prova: 1. Sef ef’ satisfazem apropriedade, entéo f =f'.

2. O valor de Shapley satisfaz a propriedade. CQD
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