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Jogos de forma normal

3/

# Um jogo de forma normal e tripla (N, S, u)
B N={1,.. N} e oconjunto (ndo-vazio) de jogadores
B S=5,x... XSy € o conjunto de perfis de estratégia
“'Um estrategia mista para n € uma distribuicao de
probabilidade p,, €5:4%,, isto €, m eA(S,).
B u:S>R"-é g vetor de ganho.
" Deflna  u(m)=X..3u(sq,...,Sy)m(51)...m(sy)-
# O ganho do jogador n é u,(m).
# As estratégias podem ser correlacionadas: u(m= Z.us)r(s)




Estratégias Mistas?

3/

# [nterpretacoes para equilibrio misto
B Blefe?

“Haagora um consenso informal que vé o ‘blefe”
como equilibrio partilhado em jogos de
Informacoes incompletas.

B Incerteza em outras mentes
W Proporcoes de populacéao
B Harsanyi: Aproximacao comportamental a equilibrio

de estratégia pura em jogos com perturbacoes de
ganho aleatorio




Razoes para Correlacao

3/

# As jogadas das pessoas podem ser correlacionadas
objetivamente por razbes alheias ao jogo:

B Elas podem observar uma variavel comum, como o clima.

B _Elas podem ter uma cultura em comum que as direcione a
Inclinactes comuns, desconhecidas para o observador externo,
que aparecem como correlagcbes no comportamento.

# A jogada tambéem pode ser subjetivamente correlacionada.

B O observador pode aprender-a respeito de-algum-aspecto
desconhecido do comportamento humano.

B O observador pode saber que cada tribo tem um chefe 'sem
saber guem ele e. Entao o comportamento de “chefe” de um
jogador torna menos provavel gue outros jogadores exibam um
comportamento de “chefe’.
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Racionalidade Bayesiana

3/

# Um jogador racional (Bayesiano)
B Possui crencas sobre a provavel jogada dos outros
B -Otimiza de acordo com essas crencas

# Teorema. Uma estratégia para o jogador n € a
melhor resposta a alguma distribuicao de
probabilidade da jogada dos outros se, e somente
se, nao for estritamente dominada por nenhuma
estratégia pura ou mista do jogador n.




Prova

f

3/

# Se s € estritamente dominada por s, entdao s, € a melhor
resposta a qualquer distribuicdo de probabilidade sobre as
estrategias dos outros.

# Suponha que s, nao seja estritamente dominada. Seja K o
numero de perfis em s_.. Entao os dois subconjuntos
convexos seguintes de RK sdo disjuntos.

B A= Envoltorio convexd{(u,(s,’s.);s..€S,)Is, €S}
H B- {zeRK|z>u (s.,)}

# Pelo teorema do hiperplano separador, ha um vetor nao-
zero-p tal-que p.3p.z para todo zl A, yl-B. Porinspecéo, p €
nao-negativo-e pode ser normalizado pelo vetor de
probabilidade necesséario.

® Uma vez que y*=(s,,) esta no limite de B, p.y*®p.z para todo
zI A. CQD.
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Equilibrio de Estrategia Dominante

f

3/

# Assumindo-se que para cada n ha uma estrategia
S,.* que domina estritamente todas as outras
estratégias de n.

Teorema: Se todos 0s jogadores forem racionais,
entao s* sera jogada.

# Assumindo-se que para cada n ha uma estrategia
s, ** que domina fracamente todas as outras
estrategias de n.

Teorema; Se todos 0s jogadores forem racionais e
cautelosos entdo s** sera jogada.




Racionabilidade Definida

AN >4
# Definicao. Uma estrategia s; para o jogador j €
racionalizavel se houver uma colecdo de conjuntos
{Z;}Halgue - S; Z]- e para todos os jogadores n,
N 4 B
B Para todo s,.€Z., S, é amelhor resposta para
uma crenga p,, Cujo suporte seja um subconjunto de Z_..
# Note gue

B Todos os elementos de cada, como Z, ,sao
racionalizaveis.

B A-unido-de todos como Z. € o-conjunto-de estrategias
racionalizaveis para o-jogador n.

10




lteracOes para Racionabilidade

3/

#® Primeiro Passo

B Cada jogador € “racional” (Bayesiano). Portanto, cada jogador
joga apenas estratégias que ndo sao estritamente dominadas.

B Criar uma nova forma estrategica pela eliminagao de
estratégias dominadas do jogo original.
# lteracao n+1
B Cada jogador sabe que 0s outros jogarao apenas as
estratégias remanescentes da iteracao n. Os jogadores
racionais-escolhem-uma resposta melhor, isto-€, uma
estratégia que néao-seja estritamente dominada no-novo-jogo.
B Criar uma forma estratégica n+1 pela eliminacéo de estratégias
dominadas da forma estratégica n.
#-Se 0 jogo original-for finito, eventualmente nenhuma
mudanca sera feita.

11




Dominancia Estrita Iterada e Racionabilidade

f

3/

# Teorema. Quando o procedimento iterativo
termina, as estratégias remanescentes para cada
jogador n s&o precisamente as estratégias
racionalizaveis de n.

# Delineamento da prova.

B Cada estagio elimina apenas estratégias que nao sao
racionalizaveis.

B As estrategias remanescentes sao necessariamente
racionalizaveis.

12




Conhecimento comum de Racionalidade e
Bacionabilidade

3/

Teorema (Bernheim, Pearce). Assume-se que 0S
ganhos e a racionalidade sao de conhecimento
comum. Entao, cada jogador deve jogar uma
estratégia racionalizavel. Além disso, dado
gualguer perfil de estratégia racionalizavel s, ha
uma hierarquia de crencas ha gual s € jogada.

13




Equilibrio de Nash e Racionabilidade

f

3/

# Cada equilibrio de Nash € racionalizavel.

# Teorema (Milgrom e Roberts): Toma-se um jogo
supermodular em uma latice completa. Entao
existem o menor e maior equilibrios de Nash, x ey,
respectivamente. Se z for racionalizavel, entéo
XS Z Y.

# Corolario: Se um jogo supermodular possui um
unico equilibrio de Nash, entao ele tem uma unica
estratégia racionalizavel.

14




Racionabilidade em Duopdlio de Cournot
Linear

T
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xemplo (Robustez)
L R
2,1.001 1001,1
1,1 1000,1000
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quilibrio de Nash

f

# Um jogo de forma normal € uma tripla (N, S, u)
B _N={1,_ N} é o conjunto (ndao-vazio) de jogadores
B 5=5,x..X5 -é 0 conjunto de perfis de estratégia
“'Uma estratégia mista para n € uma distribuicéo
de probabilidade T, em Sn, isto &, S, thatis, r,eA(S,).
B u:S>RN--¢é 0 vetorde ganho.
" Defina u(n)=X..Zu(s,,...,5)m,(s,)...mty(Sy)-
@ Equilibrio: Um perfil estratégico misto e [T € um
equilibrio de Nash se

(Vne N)(V7; € A(S,)u,(7) 2 u,(7,,7_,)

n?
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Condicoes epistémicas para NE

3/

Teorema (Aumann & Brandenburger): Em um jogo
de duas pessoas, assuma que funcoes de ganho,
a racionalidade dos jogadores, e suas conjecturas
sejam mutuamente conhecidas por todos. Entao,
as conjecturas constituem um equilibrio de Nash.

Para n>2 jogadores, nds precisamos de uma
hipotese de antecedentes comuns € 0
conhecimento comum das conjecturas.




Equilibrio de Existéncia de Nash

f

3/

# Teorema (Nash). Suponha que o numero de
jogadores e conjuntos de estratégias sejam finitos.
Entao, ha um equilibrio de Nash.

# Prova. Seja D o conjunto de perfis de estratégia
mistas e considere o mapa f:a>A dado a seguir. f,(w)
é a distribuicao de probabilidade em S, que atribui
a qualquer estrategia s,, a probabilidade:

maX(D,H”(Sn ) i un(smﬂ-—_ﬂ )_ U”(ﬂ'})
Z‘E’ES max (O’H-’?(S; } i UH(S; Ny ) _' un (R— ))

20



Continuacao da Prova

3/

# Uma vez que essa funcao é continua e Dseja
convexo e compacto, f tem um ponto fixo.
# Por iInspecao, o ponto fixo possul as propriedades
que
B Cada uma das estratégias de n que é jogada com
probabilidade zero tem um ganho esperado nao maior do

que Uy(p)-
B Cada uma das estratégias puras de n que é jogada com
probabilidade positiva tem 0 mesmo ganho esperado.

# Portanto, o ponto fixo & um equilibrio de Nash.
CQD
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Funcoes Concavas de Ganho

3/

# Teorema. Sejam S, ... ,S; convexos, subconjuntos
compactos de um espacgo Euclidiano. Suponha que
para todo n, U,:52R seja continuo e que para
todo S, U(s,)=u,(s,s.,) seja concavo. Entao, ha um

perfil de estratégia de equilibrio de Nash sl S.
# Notas:

B Visto desse modo, esse € um teorema de existéncia de
equilibrio de Nash de “estratégia pura’.

B Dado gualquer jogo finito, 0 jogo correspondente em

“estrategias mistas” e linear nas estrategias e porisso
satisfaz as hipoteses afirmadas.

22




Prova

f

3/

# Considere a correspondéncia de “melhor resposta”
f.S 2> S, dada por;

f(s)=argmaxu,(,s_,)

n S I

={s]e S, [(Vs) € S, ,(s],5 ,) 2t (s),5., )}

n?

# Observe (proximo slide) que f tem um fgrafo
fechado” e tem valor convexo.

# O teorema do ponto fixo de Kakutani se aplica
(como- varios outros). Por construcao, um-ponto
fixo € um equilibrio de Nash. CQD

23




Detalhes

3/

# Teorema do Ponto Fixo de Kakutani.

B _Seja D um subconjunto convexo, compacto de RN e seja
f.D-=> D uma multifuncao (“correspondéncia’) tal que para
todo xI D, f(x) seja convexo e tal que o grafico de f seja
fechado. Entéo; existe xi D tal que xI f(x)-

# Provando o grafo fechado
B Seja {s} uma sequéncia de perfis estratégicos
convergindo a s*; seja rkl f(sX) ; e seja r* um ponto de
acumulacao de {r<}. Nés limitamos nossa atencéo a uma
subsegtiéncia convergente de {r<}. Por continuidade de u,

K

(Vs, € Sy, (r,,8,) = limu,(r;,sZ,)
> Lm Uy ':5.;1 Efn ) = UHI:S; | Ein )

24




Outras Provas da Existéncia

3/

# AS varias provas “gerais” da existéncia do
equilibrio de Nash sao baseadas nos teoremas de
ponto fixo.

B Alguns sao teoremas topologicos

B Mais adiante vamaos tratar de um teorema do ponto fixo
com base no maodelo latice.

25
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Motivacao

\J

%

# A jogada de uma pessoa pode ser objetivamente
correlacionada por raz6es alheias ao jogo:
B Elas podem observar uma variavel comum, como o clima.

B _Elas podem ter uma cultura em comum que as direcione a
Inclinactes comuns, desconhecidas para o observador externo,
que aparecem como correlacées no comportamento.

# A jogada tambéem pode ser subjetivamente correlacionada.

B O observador pode aprender-a respeito de-algum-aspecto
desconhecido do comportamento humano.

B O observador pode saber que cada tribo tem um chefe sem
saber quem ele e. Entao o comportamento de “chefe” de um
jogador torna menos provavel gue outros jogadores exibam um
comportamento de “chefe’.

27




Definicao

7
3/

# Dado um jogo de forma estratégica finita (N, S, u) um perfil
de estratégia correlacionada consiste nesses elementos:
B Um espaco de probabilidade finito (W,p)
B Para cada jogador n, uma particdo de informagao P, de W,

B Para cada jogador n,-uma estrategia s, :\\WW>S_ - mensuravel-com
respeito-a P,
#-O perfil de-estratégia correlacionada € -um-equilibrio
correlacionado se, para cada n e cada estratégia T,
mensuravel com respeito a Pn,

> U (o@)r(@)=2> u,(7,(0)0_()x(o)

28




Resultado de Caracterizacao

3/

# Teorema. Cada distribuicao de probabilidade p dos
perfis de estratégias de um equilibrio
correlacionado pode ser atingida estabelecendo-se
gue o espaco de probabilidade a (S,p), a particao
P, sejam conjuntos da forma (SI S|S.=a), e o perfil
de estrategia s para que s.(S)=S, .

B De agora em diante diremos de forma abreviada que “p é

um equilibrio correlacionado” para dizer que ((S,p),P,s)
como definido no teorema é um equilibrio correlacionado.

29




Exemplo

\J

%

L R
2.1 710,0
0012

L R
P1 P2
Ps3 P4

" R L R
pl pz T pl pl
p1+p2 p1+pz P1+P3 p1+p4
p3 pﬂl- B pj p4
| P3Py |Ps¥ P | | pitp; | Pot Pl

# Condicoes
2p, & 0p, > Op, % Ip,
p1+p2 P1+p2 p1+p1 p1+p1
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Resultados Adicionais

3/

# Teorema. Se p for uma distribuicao de probabilidade de
perfis estratéegicos em um equilibrio de Nash, entao p € o
equilibrio correlacionado.

# Teorema. O conjunto de equilibrios correlacionados p &
fechado e convexo.

# Prova. p € um equilibrio correlacionado se, e somente se,
satisfizer o seguinte conjunto-de ineguacoes - lineares, para
as-fungoes-F15;:2>5. de-10dos.0s-njagadores.

S xS us)2 Y a(s)(f(s,).5,)

# Teorema. Qualguer estratégia jogada com probabilidade
positiva em um equilibrio correlacionado é racionalizavel.

31
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Formas Extensivas

f

3/

#-Uma forma extensiva consiste em:
B O conjunto de jogadores, N.

B O conjunto de histdricos (seqtiéncias) H, que inclui-a seqiiéncia vazia
e tem a propriedade que, se (a,... a)l H e L<K, entdo (ay,...a)l H.

~Um-histérico-(a;—a;)-€ completo (ou terminal) se nao ha
nenhum K>L tal que (a,..., ...)] H. Todos os historicos infinitos
(a,...,a,) sdo completos

" Para qualquer historico ndo-terminal escreva A(h) = {a|(h,a) T H}

B Uma funcao de ganhos mapeando historicos completos em ganhos
de cada jogador.

B Uma funcdo P que atribui a cada histdrico ndo-terminal h1 H um
jogador n ou chance c (o jogador que se “movimenta” em h); se
P(h)=c, também atribui uma distribuicéo de probabilidade em A(h).

B Uma particdo (%) de h ndo-terminal-com P(h)I N tal que, se h;hT 1,
entao A(h) = A(h’) e P(h) = P(h).

33




Definicoes

3/

# Diz-se que um jogo tem memaria perfeita se, e
somente se, nenhum jogador esgquece o0 gue sabia
e o0 que fez. NOs sempre assumimos memaria
perfeita.

# Um jogo de informacéo perfeita € um jogo em que
todos os conjuntos-de informacoes sao avulsos.

34




Racionalidade Seqguencial

3/

% Dado qualquer conjunto de informacao I, em que o jogador
n se move, o jogador n possui

B Uma distribuicao de probabilidade ni.|l)) em I

B E uma distribuicao de probabilidade na jogada dos outros
no“jogo de continuacéao” ( que pode n&o serum
“subjogo?’),
representando suas crengas condicionais ao par que I,

é alcancado.

# Um jogador n é sequencialmente racional se, e somente se,
em qualquer conjunto de informagoes |, que ele move, ele
maximiza seu ganho condicional esperado naquele | que €
alcancado e de acordo com suas crengcas em|..

35




Dominancia Condicional

f

3/

# Uma estrategia é condicionalmente dominada em
|, se, e somente se, sua restricao ao “jogo de
continuacao™em- | for estritamente dominada
nesse jogo para cada distribuicao de probabilidade
em | .

# Um jogador seqliencialmente racional nunca joga
uma estratégia condicionalmente dominada.

36




Dominancia Condicional lterada

7
3/

#-Primeiro Passo

B Cada jogador € seqienciaimente racional. Portanto, cada
jogador joga apenas estratégias que nao-sao condicionalmente
dominadas.

B Crie um novo jogo eliminando as estratégias condicionalmente
dominadas do jogo original.

# |teracao n+1

B Cada jogador sabe que 0s outros Irao jogar apenas as
estratégias remanescentes da iteracao n. Jogadores
seqtiencialmente racionais-escolhem-a melhor resposta a
qualquer conjunto de informagdes, isto e, uma estrategia que
nao seja condicionalmente dominada no novo jogo.

B Crie forma estratégica n+1 eliminando estratégias
condicionalmente dominadas da forma estratégica n.
# Se 0 Jogo original for finito, eventualmente nenhuma
mudanca ¢ feita.

37




‘Teorema”
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Se 0]ogo e a racionalidade sequencial dos

Jogadores for de conhecimento comum, entao eles

jogarao um perfil de estrategia que sobreviva a
dominancia condicional iterada.
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Equilibrio Seqgtencial

3/

# Uma avaliacao e um par (S,n(.|.)) de um perfil de estrategia
s e uma funcao n(.|.) que gera uma distribuicéo de
probabilidade condicional n{.|l.) em cada conjunto de
iInformacgoes 1.

# Uma avaliacao (S,n(.].)) € seqiencialmente racional se, e
somente se, cada s, for a melhor resposta a s_, em cada
conjunto de informacgoes 1, de n-de acordo comn(:|1.).

# Uma avaliacao (S,n(.].)) é cansistente se, e somente se,

houver uma sequiéncia (Sk nf(.}.)), de-avaliagbes de modo
que

H (SKnt(.].)) ® (S,m(.].)) na métrica Euclidiana;
B cada sk é completamente misto, €
B n%(.].)) é derivado de sk utilizando a regra de Bayes.
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efinicao (Kreps, Wilson): Um equilibrio seqtiencial &
umi dffhmﬁ?ﬁ seja tanto seqiiencialmente

o m







