1. Introducéao

1.1 Idéias
interacao repetida, cooperacao, normas sociais

JOgOS Repet|dos 14126 . horizonte infinito, data terminal incerta

. o efeitos estratégicos das proprias agbes, ameacas
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MIT - punic¢ao, vinganca

deteccdo, monitoramento

reputacdo, conluio

*aprendizagem



1.2 Principio do Desvio de Fase Unica

Teorema: jogo finito de mdultiplas fases, acées
observadas.

O perfil s € SPE U para cada jogador i n&o existem
desvios lucrativos de fase Unica.

Prova: suponha que os desvios de fase Unica nao

sejam lucrativos. Suponha que existe um desvio
lucrativo de fase Unica para algum jogador i em um

subjogo, ou seja

Ji,t, kY, 8 (85,5_;) at =i (50 8=¢) |pe-

Entdo t* = max t’ de modo que &;(h" ) # s;(h").
Obviamente t* > t. O desvio de fase Unica envolve

('E;‘.-.L 5—.1') ||r,:'* xf‘ (;-?J:, 5_"") Rt ‘

Defina §(h") = §;(h")|para todo
g #EthT = s,—{hr}| paratodo 7 = L.

Portanto, (%54 [h~ ~; (3i,5_4) || paratodo A7 |

Repita para §; (1" |).

Definicdo: o jogo é continuo no infinito se para qualquer i,

sup lui(h) —u;(h)| =0 como t— 0.
hh. st hi=ht

Exemplo: descontos + ganhos de fase limitada.

Teorema: O principio do desvio de fase Unica para jogos
com ganhos continuos.

Prova: Seja e o tamanho da melhoria. Apare as
extremidades que importam menos do que e/2. O restante
€ 0 jogo finito. Nao ha melhoria possivel.

Observacéo: se os ganhos séo definidos de maneira
diferente, por exemplo, o tempo extra médio, o principio
Nao precisa se manter.
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2. Jogos Repetidos com Acoes
Observaveis

2.1 O Modelo

Jogo de fase G: T—jogadores, ;-acdes,
gi + A = x;=7A; — E-ganhos, A;-distribui¢des de
probabilidades sobre A; .

Jogo repetido: a’ = (al);c-7, h9%histéria nula, ht —
(a0,al,...,at" 1), Hf = (A)t)

Estratégia (pura) s; = {SD a{ . H' — Ay (mista)
e {cr?}, a:rit . Ht A



Ganhos:

Descontando: G(&),

=0
u; = Eg(1-6) Y §'g;(c'(h")) — max.
{—0

Critério do tempo médio
1 trgd
lim _inf E— gila'(h')) — max.
nf B 2 aila'(B)

Critério alcancado

g=(g%g%...) Zih=(rORL,..)

i 5
AT B, X o e Y K.
t=0 t=0

Observacao: se a* € um equilibrio de Nash em G, entdo
“jogada a* (a* para cadai) pois todot” € SPE. Se existe
um equilibrio estatico m, qualquer combinacéo deles é
SPE.

2.2 Teoremas de Folk

Ganhos racionais individualmente possiveis

Utilidade de reserva (minimax):

v; = min [n;ﬁ}{gf{(r,-, Y

Defina m' como perfil minimax.
Observacao: em qualquer equilibrio de Nash estético ou

equilibrio de Nash do jogo repetido, o ganho de i ndo é
menor que ¥;.

Prova: jogue a; (ht) para maximizar Eg;(a;, o ;(h?)),
na qual | sdo estratégias de Nash.

Ganhos possiveis (com aleatoriedade):

V =ch. {v=g(a), paraal A}.



Teorema: (teorema de folk) Para qualquer vi V,
com v; > V; paratodo i, existe um d* < 1, tal que para
todod 1 (d* 1) existe um equilibrio de Nash com
ganhos v.

Prova: punir por minimax.

Teorema: (Friedman, ameacgas de Nash) a* € um
Nash estatico com ganhos e. Entéo, para qualquer v
TV, com

Vi > g para todo i, existe um SPE de G(d) com
ganhos v.

Prova: punir por Nash. SPE vem das observacao
acima.

Teorema: (Aumann, Shapley) critério da média
temporal, entdo qualquer vl V,comyv;>v; para
todo i, existe um SPE de G(d) com ganhos v.

Prova: punir por minimax por um tempo limitado.
Efeitos de longo prazo sao nulos.

Teorema: (Fudenberg, Maskin) Suponha dim V = #L.
Ent&o para qualquer vi V,comv;>v; para todoi, existe
uma d* < 1, tal que paratodod 1 (d*, 1) existe um SPE de
G(d) com ganhos v.

Prova: a idéia é recompensar os punidores. Suponha que
para todo v considerado, existe a, g (a) =v. Jaque dimV =

L ! rs 4 .--r'r J1 s H AN
H#HIL, AV eV, v < v <y paratodoi,eVv' (i)l de
modo que

v(i) = (vi+e,...,v_ +e v v t+eE ..., U *1

Suponha que a'(i) existe de modo que g(a'(i)) = v'(i).

Fase 1. Jogue a até que a acéo sejaa ou diferente de a

IF.

por dois ou mais componentes. Se a; - @, passe para

a fase 2;"

Fase 2j. Jogue ml por N periodos de maneira que a agéo
realizada seja m' ou seja diferente de m por 2 ou mais
componentes. Passe para a fase 3j. Se algum k desvia-
se, passe para a fase 2 k.



Fase 3j. Jogue V'( ] ) durante o tempo em que a
acdao realizada for a (j ) ou diferente de a(j ) por
dois ou mais componentes. Se o licitante k desvia-
se, passe para a fase 3k.

Use o principio do desvio de fase Unica.
Problema: se d( i) € misto, o mesmo ganho de
continuacao deve ser garantido para todas as

acoes em suporte.

Teorema: (Abreu, Dutta, Smith) condicdo de NEU
emvezdedim V' = #1.

Definicdo: NEU (utilidades ndo-equivalentes) é
satisfeito se para qualquer (i, j), Fe.d € E. de
modo que g;(a) = ¢ + dg;(a) paratodoal A.

j

Prova: NEU — 4 [1-'1. ...J"']. tal que Y& by < A5

Aproximadamente: Substitua v por Vv'(i).

2.3 Jogos Finitos

Teorema: (Benoit, Krishna) critério da média temporal.
Suponha que para i existe um Nash estatico a*(i) com
gi(a*(i)) > vi. Entéo, o conjunto dos ganhos em equilibrio
de Nash de G' converge quando T® ¥ para o conjunto
dos ganhos possiveis de G¥.

Prova: fase de recompensa terminal. Ciclo Rx I:

([a*(1).....a*(1)])"— via de equilibrio de Nash.

Fornece exatamente mais que vi para cadai. Paraum R
grande a ameca do minimax durante os periodos Rl evita
todos os desvios.

Fixe e > 0. Existe um T, tal que o ganho durante os
periodos T — Rl se aproxima de vi para todo i dentro de e.



2.4 Variando os oponentes

2.4.1. Jogadores de curto prazo vs longo prazo

Se os jogadores de curto prazo movimentam
primeiro, a “cooperacdo” € alcancavel.
Principio: jogador(es) S-R joga(m) C, jogador(es) L-R

responde(m) com C conquanto que (C, C) tenha sido
jogado no passado. Caso contrario, D.

Movimentos simultaneos: jogadores S-R sempre jogam
BR.

1,...,|—jogadores L-R

| +1, .. 1—jogadores S-R

B:xt_ A — xﬁ 1, 1A, — correspondéncia com BR

V; = min max g;(a;, o -]lj !
S graph(B) L ™ = 0 ,

V" =ch. {‘L’ = {‘q..-[a]l:lf;:l - :i*':ff, para & € graph{B]}.

A observacdo das ac6es mistas é importante. Jogadores
de longo prazo devem ser indiferentes em relacao as
acles puras as quais atribuem probabilidades positivas.

V; = max min gi(ai, o)
! acgraph(B) |a;Esupp(a;) o I

Teorema: (Fudenberg, Kreps, Maskin).
Suponha que dimV = 1.
Para qualquer vi V,com V; = ¥; > V; paratodoi,

existe um d* < 1, tal que paratodod i (d* 1) existe SPE
de G(d) com ganhos v.



2.4.2 Gerag0es sobrepostas

Os jogadores subsistem por T periodos. Cada
geragao tem a mesma massa.

As acdes sdo observéaveis: trabalho ou ociosidade (IR,
NE estatico).Todo trabalho é eficiente.

Os ganhos sao médios durante o tempo de
permanéncia do jogador.

Resultado (Crémer): existe equilibrio de Nash onde
todos, exceto o mais velho, trabalham.

Teoremas de Folk: Candori, Smith.

2.4.3 CompeticGes aleatorias

O que é observavel? O que é lembrado? Informacdes
Pdblicas vs Privadas.

Dilema do Prisioneiro: jogue C, conquanto que (C, C)
tenha sido jogado. Caso contrario, D.

Suportavel desde que d seja suficientemente alto e que se
conheca alguma informacéo sobre o oponente.

Se apenas os resultados privados passados sao
observéaveis, com N suficientemente grande, as

estratégias de “contagio” podem ndo ser um equilibrio.

Razao: responder C em D atrasa o contégio.



2.5 Perfeicao de Pareto

Eff(C)={z€C,FyeC,y 2 x,y#x}.

Definigréo: (Bernheim, Peleg, Whinston) Considere
que G', PT é o conjunto de ganhos SPE de estratégia

pura de T, Q" = Pl BN = Ef[(PY).

Paral > 1, Q! C P!T— o conjunto de ganhos
de equilibrio perfeito de estratégia pura for¢ado por
Rl Sejafi’f =BEO").

SPE ¢ é oPerfeito de Paretose, V¢ e Vht, os
ganhos de continu?géo determinados por

. -t
T estiveremem R

Exemplo: (Benoit, Krishna) d=1

by bo b3 by
a1 0,0 2,4 0,0 5.5.0
ar 4,2 0,0 0,0 0,0
az 0,0 0.0 3.3 0.0
ay 0,55 0,0 0,0 b5

3. Jogos Repetidos com Informacdes
Publicas Imperfeitas

3.1 O Modelo

ac A— A(y), y € Y — publicamente observavel.
my(a) € A(y); w(a)

rilai,y) — ganho parai, (!) independente de a__;.

gi(a) = Xy my(a)riai, y).

=1) _ histéria publica.

A.,,': —historia privada (a¢bes passadas).

Estratégia (mista) o; = (o), ot : H' x Z! — A,



Definicdo: ; é uma estratégia publica se
U.,;(h", zf) — cr,-{:hf, Ef] Vt, ht, ;_ﬁ-, st

i

Observacao: o ganho de equilibrio da Estratégia
Pura pode ser sustentado como um ganho de um
equilibrio em estratégias publicas.

Definigdo: ¢r| é um equilibrio pablico perfeito se
para todoi, @; € uma estratégia publica, e para
W, h', estratégias cr|m formam o equilibrio de

Nash.



