Jogos Supermodulares

Sergei Izmalkov e Muhamet
Yildiz

(agradecimentos a Jonathan Levin)




1 Estatica comparativa monotonal

Suponha que X1 R e T seja parcialmente ordenado.

Definicdo: Uma fungdo f: X x T ? R possui
diferencas crescentes em (X, t) se para todo x' 3 x e
t" 3,

fOXU)—f(xt)3 f(xX,t)—f(xt)
Assim, f (X ,t) —f (x,t) € ndo-decrescente em t.
Simetria: f (xt') —f (x,t) € ndo-decrescente em Xx.

Lema: Se f T C2, entdo f possui diferencas
crescentes U t' 3 timplica f(xt') 3 f(xt) para todo X,
ou seja,

f.(xt) 3 O para todo x, t.




Defina

x(1) = arg max iz, 1),

Teorema 1: (Topkins) Suponha que X1 R seja um
compacto e T seja parcialmente ordenado. Suponha

que f: XX T ® R possua diferencas crescentes e seja
semi-continuo superior em x. Entao,

(i) para todo t, x(t) existe, e possui os elementos
maiores e menores x(t) e x(t);

(i) parat’ 3 t, x(t") 3 x(t), em um sentido x(t') 3 x (t)
x() 3 x(0).




2 Modelos em Lattice

Suponha que X é um conjunto parcialmente ordenado
com ordem 3.

(pense como X1 R"e x3 yU x?3 y paratodoi=1,...,

n.)

Defina
“juntar” : @ Vy — inf {zeX:2>z,2 >y},
“encontrar” : Ay =sup{ze X :z <z 2z <y}
Em R",
(xVy);, = max(z; y;),
(¢ Ay);, = min(e;, )

Definicdo: (X,=) € um sub-lattice se estiver fechado
sob Ue U.




3 Funcodes supermodulares

Defini¢do: a fungdo de payoff u, € supermodular em
X: se, paracada x;1 X;exx:1 X,

h'{.-!‘_,..l' I.]-I—-Hl:..:‘:..!' ] Hl:..",‘-.,-“.f":-,.r' I}—:-{J{,I'f,.f*'-...'":..J' .']'

Observe: Se x; 3 X; a supermodularidade
(comparavel) é trivialmente satisfeita.

Definic&o: a fungdo de payoff U; € supermodular em
X se, para todo x,x T X,

w;(x V .r'!} + u;(x A .1"’} = ui(x) + u[.r'r}.

Teorema: Supermodularidade P supermodularidade
em X e diferencas crescentes.




4 Jogos supermodulares

Jogos com “complementaridades estratégicas”.
Defini¢do: o jogo (S,..., §,Uq,...,U;) € um jogo

supermodular se para todoi: (definicao geral em
colchetes)

e § for um subconjunto compacto de R (§ é um
sub-lattice);

* U; € semi-continuo superior em §, s; (u; é
supermodular em S);

* Ui tem diferencas crescentes em (S, S;).




Teorema 2: Suponha que (S, u) é um jogo
supermodular, seja

BR;(s_;) = arg max u;(s;,8_;)-
SiE5;
Entao,

(i) BR(S,) tem o maior e o0 menor elemento, ﬁ%(s,)
e BR(s)) .

(i) Se S 3 s;, entdio BR(S ) * BR(S;) e BR(S ) 3
BR(s,)-




5 Exemplos
5.1 Jogo de investimento

As firmas 1,..., | fazem investimentos simultaneos §
| {0,1} e os payoffs s&o:

PO . . ) o
.'!:{.h.-_, & ] — & :'-.T,;—l =3 \II — Kk 888 e
S 0. if s; = 0,

Onde [ é crescente.

5.2 Concorréncia de Bertrand

As firmas 1,..., | escolhem precos simultaneamente
e

!II.-}.I(J!I.-'.I. I!'-' ) — fl; — -'r.l._..'!'..'., —I— Z l:f"..r.'!l"l__,f‘
171




onde b;,d; ¢ 0. Entéo, § = R+ e

Telbd; Bicg) = Tog—8) Biw %)
r'}zf—...

= ”I-'.' = 1.
r'}g},f'leulf. :

5.3 Concorréncia de Cournot

O oligopdlio de Cournot é supermodular somente se
N=2es=0Q;5=-0.

5.4 Modelo de busca de Diamond

| agentes exercem um esforgco de busca por
parceiros comerciais:

e e c(e) — esforco e custo do esforgo para o agente |,

uilesei) = e X e —clei)

e

tem diferencgas crescentes em g, €;.




6 Resolvendo o jogo de Bertrand.

Suponha que ha 2 firmas, Di(p;,p;)) = 1-2p;+p;, e

c=0. Suponha que S? — [0,1].

mi(pi, p—i) = pi(l — 2pi + p;),
Ami(pis p—i)
o,

= 1=l Pj-

A eliminacéo repetida das estratégias estritamente
dominadas fornece:

e Qualquer p; < ¥4 é estritamente dominado por
p; = ¥4; qualquer p; > %2 é estritamente dominado
por p; = %2

3 ] Observe que S} = BE;(SY).

A.||—-
o [

Assim, S! = [
« Repetindo o procedimentos, temos 5% — f’,fh‘,{,h_'-i' =y

)

- Converge para o ponto (%,

{2 =
=




7 Resultado Principal

Teorema 3: Seja (S U) um jogo supermodular. Entao
0 conjunto de estratégias que sobrevivem a estrita
dominacao repetitiva tem o maior e 0 menor
elementos- eS; e S eS, sdo ambos equilibrios de
Nash.

Corolario:

1. O equilibrio de Nash de estratégia pura existe
em jogos supermodulares.

2. As estratégias maior e menor compativeis com
a estrita dominacaé repetida, racionabilidade,
equilibrio correlato e equilibrio de Nash sé&o as
mesmas.

3. Se um jogo supermodular tem um unico
equilibrio de Nash, entéo ele é solucionavel por
dominacdo (e assim varias regras de
aprendizado ou de ajuste irao convergir para
ele (por ex., dinamica da melhor resposta)).




7.1 Prova do Teorema 3

e Mapeamento iterativo de melhor resposta.

e 50 =5 0 = (s0.....s9) — maior elemento em
s
'-.'}_ f]":‘{au )j I.LJrE.L—-{HJ.'—_ qU EF *-.}}

¢ ol

e Qualquer s 27 é dominado por l pois

(s, 8 ) — f-'..i{-”..-l-*“" i)

HJ.{.‘-.'_;. HD J_::I =3 {I__.{Hf', '-\U .i} = 0.




Defina

_ . I
g — lim s,
E—oo

Apenas as estratégias & = 5; sdo nao
dominadas.

5 = (51,....57) —um equilibrio de Nash, de fato

HJ.(.'-."IF. I l, .L-;R .-} - {.fr'(,--: . gh .-'}'

“.'{':."'L‘_' E} = ”.-'{'“"s- s .'}
Analogamente, defina §0 = (s7.....57) —o
menor elemento em $;

= }"Ej . i “‘ll

s; = BR(sZ;); S; = { i =~ 9 j eassim

por diante...

Obtenha s — (s1..--.51). prove que se trata de
um Equilibrio de Nash.




8 Propriedades dos jogos supermodulares

Idéia: Use a monotonicidade para obter resultados de
estatica comparativos.

e Um jogo supermodular (S u) é indexado por t se a
funcéo de payoff de cada jogador for indexada por t
1 T, um conjunto ordenado, e para todo i, u(s, S;,
t) possui diferengas crescentes em (S, t).

Proposicado: Suponha que (S U) é um jogo supermodular
indexado por t. Os maiores e menores equilibrios de
Nash s&o crescentes em {.

e Um jogo supermodular (S u) possui
transbordamentos positivos se para todo i, U(s, S;,)
for crescente em s,;.

Proposicao: Suponha que (S U) é um jogo supermodular
com transbordamentos positivos. Entdo o maior
equilibrio de Nash a o preferido de Pareto.




