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Sinopse da Teoria da Escolha

Esta nota resume os elementos da teoria da utilidade esperada. Para uma exposicdo em detalhes
dos quatro primeiros topicos, consulte Kreps (1988); para o Ultimo pardgrafo, consulte Savage
(1954). Primeiramente vamos definir uma funcéo de escolha e apresentar as condicdes necessrias e
suficientes que uma fungdo de escolha deve satisfazer a fim de ser representada por uma relacéo de
preferéncia — preferéncias reveladas. NOs entdo gpresentaremos as condigbes necessarias e
auficientes que uma relacéo de preferéncia deve satifazer a fim de ser representada por uma funcéo
de utilidade — representacéo ordind. Em seguida, apresentaremos as teorias de utilidade esperada de
Von Neumann e Morgenstern, de Anscombe e Auman e de Savage, em que a funcdo de utilidade
representante toma forma de valor esperado — representacéo cardinal.

1. Preferéncias Reveladas

Congderemos um conjunto X de dternativas. As dterndivas sGo mutuamente exclusvas no sentido
de que ndo s pode escolher duas dternativas didtintas ab mesmo tempo. Tomemos também o
conjunto exaugtivo de dternativas vidveis para que as escolhas do jogador sgam sempre definidas.

Definicdo 1 Por uma funcio de escolha, queremos dizer uma fungdo ¢ : 2%\ {#} — 2%\ {#} tal que

¢(A) C A paracada A € 2%\ {i}.

Aqui, c(A) congste nas dternativas que 0 agente pode escolher se ee edtiver redtringido a A,
eleird escolher apenas uma delas. Note que se assume que ¢(A) € um conjunto ndo-vazio.

Nossa segunda construcéo € uma relacéo de preferéncia. Tome uma rdacd = em X, ou sga,
um subconjunto de X © X. Diz-se que umarelagdo ~ € completa se, e somente se, dados quaisquer
x,y1 X, sgax = youy = x. Dizse que umardagdo ~ ¢ trandtiva se, e {mente se, dados
quaisquer x, y, z1 X,

[x = yey = Z b x = z



Definicdo 2 Uma relacéo é uma relacdo de preferéncia se, e somente se, for completa e transitiva.
Dada qualquer relacéo de preferéncia =, nds podemos definir preferéncia restrita - por

x -yU [x = yey ¥ x],

e aindiferenca ~ por

x~yU [x = yey = X].

Agora considere afuncdo de escolhac | : - I| de uma agente que queira escolher amelhor dternativa
disponivel com relacéo auma relacéo de preferéncia ~ . Essafuncéo é definida por

c(A;-)={zeAlz =y VyeA}.

Note que, uma vez que = for completo e transtivo, ¢ (A;~ ) # ) sempre que A for finito.
Condgdere um conjunto A com membros x ey tal que nosso agente possa escolher x de A (ou sga, X
= y). Considere também um conjunto B do qual ele possa escolher y (ou sga, y =~ zparacada z 1
B). Agora, se x I B, entZ0 de também pode escolher x de B (ou sga, x = zparacadazi B).Isto g,
¢ (=) satisfaz 0 seguinte axioma de Hauthakker:

Axioma 1 (Hauthakker) Dados quaisquer A, Bcomx, y1T AC B, sexi c(A) eyl ¢(B), entdo x1
c(B).

Verificase que quaquer funcdo de escolha ¢ que satisfaga 0 axioma de Hauthakker pode ser
considerada vinda de um agente que tenta escolha a mehor dternativa disponivel com respeito a
agumardacéo de preferéncia 6 — . Ta relagdo de preferéncia pode ser definida

x = y0 xT c({x,y}).

Teorema 1l S =~ é uma relacdo de preferéncia, entdo c (X~ ) satisfaz o axioma de Hauthakker.
Inversamente, se uma funcéo de escolha c¢ satisfaz 0 axioma de Hauthakker, entdo ha uma relacéo
depreferéncia =~ tal quec=c(x~).



2. Representacao Ordinal

Estamos interessados em relagdes de preferéncia que possam ser representadas por uma funcéo de
utilidedeu : X ® [ no seguinte sentido:

X =yU u®3uf(y) "xyT X (RO)

Claramente, quando o conjunto X de dternativas é contével, qualquer relacéo de preferéncia pode
s representada nesse sentido. O teorema a seguir afirma adiante que uma relagdo precisa ser uma
relacéo de preferénciaafim de que possa ser representada por uma fungéo de utilidade.

Teorema 2 Sgja X finito (ou contavel). Uma relacdo ~ pode ser representada por uma funcéo de
utilidade U no sentido de (RO) se, e apenas se, =~ for uma relagéo de preferéncia. Além disso, se U
: X® [ representa — ,esef: @ ® R éuma funcdo estritamente crescente, entdo f o U também

representa - .

Pela dltima afirmacdo, nds chamamos tais fungdes de utilidade de ordinais.

Quando X for incontavel, agumas relacbes de preferéncia podem ndo ser representadas por
nenhuma fungdo de utilidade, como as preferéndias lexicogréficas em 21| Se as preferéncias forem
continuas, €las podem ser representadas por uma funcdo de utilidade (continua) mesmo quando X
for incontavel .8

Definicdo 3 Sgja X um espaco métrico. Diz-se que uma relacdo de preferéncia =~ € continua se, e
somente se, dadas quaisquer duas sequéncias (Xn) € (Yn) comx, ® xey,® v,

[Xn = Vo "N P X =y

Teorema 3 Sgja X um espaco métrico separavel, tal como R™. Umarelacdo =~ em X pode ser
representada por uma fungéo de utilidade continua U : X® R no sentido de (RO) se, e somente se,
~ for uma relacéo de preferéncia continua.

Quando um jogador escolhe entre suas estratégias, e ndo sabe quais estratégias 0s outros
jogadores escolheram, por isso ndo tem certeza quanto as conseqiiéncias de seus atos (a saber,
edtratégias). Para analisar as decisdes dos jogadores em um jogo, seria Util entéo ter umateoriade
tomada de decisio que nos permita expressar as preferéncias de um agente sobre 0s aos com
conseqliéncias incertas (estratégias) em termos de sua atitude perante as consequiéncias.

! Defato, & necessériaalgumaforma de enumeracdo paraarepresentabilidade. X deve ser separdvel com relagdo a
outratopologiade3 =, isto €, deve conter um subconjunto contavel que seja denso em relagdo a topologia de ordem.
(VegaTeorema 3.5 em Kreps, 1988.)



3. Representacao cardinal

Congdere um conjunto finito Z de conseqiéncias (ou prémios). Sga S o conjunto de todos os
estados do mundo. Tome um conjunto F deatos f : S ® Z como o conjunto de aternativas (ou sga,
conjunto X = F). Cada estado s 1 S, descreve todos 0s aspectos relevantes do mundo, por isso 0s
estados sd0 mutuamente exclusivos. Além disso, a consequéncia f (s) do ato f depende do red
estado do mundo, assm 0 agente pode ndo ter certeza sobre as consequéncias de seus atos.
Gogtariamos de representar arelacdo de preferéncia — doagenteem F por U : F® [ td que

U(f)=E[uo f]

(no sentido de (RO)) onde u : Z ® [ é uma “funcdo de utilidede’ em Z e E é um operador de
expectaivaem S. 150 €, nGs queremaos

f = =3 U |j} =F :u o jJ > R :u o '(,f] =U [_"(;:}, (EUR)

Na formulagdo de Von Neumann e Morgenstern, a digtribuicdo de probabilidade (e portanto o
operador de expectativa E) é dado objetivamente. De fato, eles formulam atos como loterias, isto €,
digtribuicOes de probabilidade em Z. Em td mundo, eles caracterizam as condicOes (em =) sobre
qua = érepresentavel no sentido de (EUR).

Para 0s casos que nos interessam, ndo ha objetividade dada a distribuicdo de probabilidade em
S Por exemplo, a chance de estratégias que serdo jogadas pelos outros jogadores ndo €
objetivamente dada. Nés portanto precisamos determinar as avaliagbes de probabilidade (subjetiva)
do agenteem S

Anscombe e Aumann deservolveram um moddo tratavel no qua as avdiaghes de
probabilidade  subjetiva do agente sdo determinadas utilizando suas atitudes perante as loterias
(com probabilidades objetivamente dadas) assm como perante 0s atos com consequéncias incertas.
Para fazer isso, eles consderam as preferéncias dos agentes no conjunto PS de todos os “atos’ cujos
resultados sgam loteriass em Z, onde P € o conjunto de todas as loterias (distribuicdo de
probabilidadesem Z).

Nesse arranjo, é direta a determinacdo das avaliagtes de probabilidade do agente. Considere
um subconjunto A de S e quaisguer duas conseqiiénciasx, y1 Z comx = y. Considere o ato fa que
produza aloteriacertadex en A, ? ealoteriacertadey em S\ A. (ver Figura 1)

% Isto &, fa () =dsemprequesi A onde d, atribui a probabilidade 1 ao resultado x.
4
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Fgura 1: Figura para Anscombe e Aumann



Sob as auficientes hipoteses de continuidede (que também s80 necessaias para a
representabilidede), existe pa T [0, 1] ta que o agente sga indiferente entre fa € 0 ato ga que sempre
produz a loteria pA que da x com probabilidade pa € y com probabilidede 1 - pa. Entéo, pa éa
probabilidade (subjetiva) que o agente atribui a0 evento A - sob a hip6tese de que pa ndo depende
de quais dtenativas X e y sd0 usadas. Dessa maneira, nés obtemos uma distribuicdo de
probabilidade em S Utilizando a teoria de Von Neumann e Morgenstern, nos entdo obtemos um
teorema de representacdo nesse espaco estendido onde temos tanto incerteza subjetiva como risco
objetivamente fornecido.

Savage desenvolve uma teoria com incerteza puramente subjetiva Sem  utilizar  nenhuma
probabilidade objetivamente dada, sob certas hipoteses de “rigidez’, ele deriva uma Unica
digtribuicdo de probabilidade em S que representa as crengcas do agente fixadas em suas
preferéncias, e entdo, utilizando a teoria de Von Neumann e Morgengtern, ele obtém um teorema de
representacdo — no qua tanto a funcéo de utilidade como as crencas sfo derivadas das preferéncias.

Agora vamos apresentar as teorias de Von Neumann e Morgenstern e Savage.

4, Von Neumann e Morgenstern

Consideramos um conjunto finito Z de prémios, e o conjunto P de todas as distribuicdes de
probabilidadep : Z ® [0,1] em Z, onde S; z p(2) = 1. Nés chamamos essas distribuicdes de
probabilidade de |oterias. Gostariamos de ter uma teoria que construa as preferéncias de um jogador
nas |oterias a partir de suas preferéncias nos prémios. Diz-se que umarelacdo de preferéncia = em
P é representada por uma funcéo de utilidade von Neumann-Morgensternu : Z® R se, e somente
S,

p=q +— Ulp): Z ulz)plz) = Z ulz)glz) = Ulqg) (1)

paracadap, gl P.NotequeU :P® [ representa = no sentido ordind. Isto é o agente age como
Se quisesse maximizar o vaor esperado de ul.

As condicles necessérias e suficientes para uma representacdo como em (1) so as seguintes:

Axioma 2 = sgacompleto e trangtivo.

Isto € necessario pelo Teorema 2, pois U representa ~ no sentido ordinal. A Segunda condicéo
€ chamada axioma de independéncia, afirmando que a preferéncia de um jogador entre duas loterias
p e q ndo muda se jogarmos uma moeda e dermos aele umaloteriafixar se a®coroa’ aparecer.
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Figura 3: Duas loterias compostas

Axioma 3 Paraqualquer p, g, r 1 P, equaqueral [0,1],ap+ (1- a)y =aq+(1- arU p = q.

Sglap e q asloterias representadas na Figura 2. Entéo, asloteriasap + (1- a)reaq+ (1- a)r
podem ser representadas como na Figura 3, onde nds jogamos uma moeda entre uma loteria fixadar
e nossas loterias p e g. O axioma 3 estipula que 0 agente ndo mudaria de idéia apds a moedater sido
jogada. Portanto, nosso axioma pode ser tomado com um axioma de “ consisténcia dindmica’ nesse
sentido.

A terceira condicéo € o axioma de continuidade. Ele afirma que néo ha prémios “infinitamente
bons’ ou “infinitamente maus’ . [E necessirio algum grau de continuidade também paraa
representacao ordinal ]
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Figura4: curvas de indiferenca no espaco de loterias

Axioma4 Paraqualquer p,q,r1 P,sep = g = r, entdo existea, b1 (0, 1) tal que
ap+ (Ql—-ayr =q=bp+ (1-n)r.

Os axiomas 3 e 4 implicam que, dados quaisquer p, g, r I P equaquer al [0,1],

Sep~qg,entdoap+(1- ayr ~aq+(1- ay. 2

Isto tem duas implicagles:
1. Ascurvas deindiferencanas loterias S50 linhas retas.

2. Ascurvas de indiferenca, que sdo linhas retas, sio paraelas umas as outras.



Parailustrar esses fatos, consdere trés prémioszy, z1 €z, 0ndez = 71 = 2.

Uma loteria p pode ser representada em um plano tomando-se p (zz) como a primera
coordenada (no eixo horizonta), e p (z) como a segunda coordenada (no eixo vertica). p (z) €1 -
P (z) - p (). [Ver Figura 4 para ilustracdo.] Dadas quaisquer duas loterias p e g, as combinagdes
convexas ap + (1 - a) q com a 1 [0,1] formam o segmento de linha conectando p a q. Agora,
tomando r = g, nés podemos deduzir de (2) que, sep~ g, entdoap+(1- ayg~aq+(1- a)g=q
paracada a1 [0,1]. Isto é o segmento de linha conectando p a g € uma curva de indiferenca. Além
diso, ;2 aslinhas | e I' sBo pardéas, entdo a/b = ||/ |g|, onde |g] e || S0 as disténcias de q e ' da
origem, respectivamente. Por isso, tomando a= a / b, nés computamosquep'=ap+ (1- a)dpoeq
=ag+ (1- a) dyp, onde dy € aloteria na origem, e da zo com probabilidade 1. Portanto, por (2), se
€ uma curva de indiferenca, I' é também uma curva de indiferenca, mostrando que as curvas de
indiferenca sfo pardeas.

A linha | pode ser definida pela equagio uip (z1) + up () = c paradgum ug, o c 1 B, Uma
vez que |' é pardedaa |, I' também pode ser definido pela equacéo uip (z1) + Uep () = ¢ paraadgum
c'. Uma vez que as curvas de indiferenca s2o definidas pela iguddade uip (z1) + up () = ¢ para
varios vaores de c, as preferéncias sdo representadas por

Ulp) = 0+up(z1) + uap(za)

ul zo)pPlza) + ulz1)p (21) + ulzz)plza).

onde
u(z) =0,
u(z) = u,
u(z) = u,
dando a desgjada representacéo.

Iss0 é verdade em gerd, conforme afirmado no préximo teorema:

Teorema 4 Uma relacdo ~ pode ser representada por uma funcéo de utilidade von Neumann-
Morgenstern u: Z ® R como em (1) se, e somente se, = satisfaca os axiomas 2-4. Alémdisso, u e
ii representam amesmarelacio de preferénciase, egpenasse, it = au+bpaauma>0ebl R



Pea Ultima afirmacd de nosso teorema, representacdo € "Unica até as transformagoes
dins'. I¢o é as preferéncias de um agente ndo mudam quando nés mudamos sua funcdo de
utilidede von Neumann-Morgensgern (VNM) multiplicando-a por um nimero postivo, ou
adicionando-a a uma congdante, mas mudam quando a transformamos por meio de uma
tranformacdo ndo-linear. Nesse sentido, esta representacdo € "cardina". Lembre que, na
representacéo ordina, as preferéncias nd0 mudariam mesmo se a transformacdo fosse néo-linear,
contanto que fosse crescente.

5. Savage

Tome um conjunto S de estados s do mundo, um conjunto finito Z de consequéncias (X, Y, 2), e tome
oconjunto F = Z°de atos f: S® Z como um conjunto de dternativas. Fixe uma rdlagdo = em F.
Gogtariamos de encontrar condicBes suficientes e necessarias em [simbolo] para que = possa ser
representado por dgum U no sentido de (EUR); isto € U (f) = E [u o f]. Nessa representacéo, tanto
a funcdo de utilidade u : Z ® R e a digribuicéo de probabilidade p em S (que determina E) sdo
derivadas de = Osteoremas 2 e 3 nos ddo a primeira condigéo necessaria

P 1 ~. sgaumareacdo de preferéncia

A segunda condicdo € a pega central da teoria de Savage:

O Principio da Certeza Se um agente prefere um ato f a um ato g quando ele sabe que um evento
Al Socorre, e se ele prefere f a g quando ele sabe que A ndo ocorre, entdo ele deve preferir fa g
quando ele ndo sabe se A ocorre ou ndo. Essa é a definicéo informal do principio da certeza.
Quando nés determinamos as avaliacOes de probabilidade do agente, isso nos dara o axioma
independente, Axioma 3, de von Neumann e Morgenstern. A seguinte formulacdo de Savage, P2,
ndo apenas implica essa afirmagdo informal, mas também nos permite afirmar isso formalmente,
ao nos permitir definir preferéncias condicionais. (As preferéncias condicionais também sdo
usadas para definir as crencas.)

P2 Sgaf,f',9,g' T FandB1 Staisque

f(9=F (9eg(9=g (5 acadasi B

10



f(9=f (9eg(9 =g (s acadasi B

Sef = g, entdof = ¢.

Preferéncias condicionais Utilizando P2, nés podemaos definir as preferéncias condicionals como a
sequir. Dados quaisquer f, g, h1 FeBli S definaaos /i# e 9n por

f(s) Sese B
Ip; {

Ii(s) Casocontrario

r.ﬁ f‘:‘l e 4q [-‘5:' Se s € b
91B\3] = \ .
h{s) Casocontrario

Isto 6, /1 e 9 concordam com f e g, respectivamente, em B, mas quando B néo ocorre, eles
produzem o mesmo &to padréo h.
Definicao 4 (Preferéncias Condicionais) f = g dadosBse /i = 9]z

P2 garante quef = g dados B esta bem definido, isto €, ndo depende do ato padréo h. Para ver isso,
tome qualquer h' T F, e defina /(i e g} de acordo. Verifique que

,'!.1_,_1_,!1'_‘ s o rF - 'Al'.
fig(s) = f(s) = .-"|IH£'""-| e f.a'iIH (s)=gls) = sa'ff;[-“f] paracada s € B

fip(s) = h(s) = gjp(s) e f{5(s) = ' (s) = gf5 (s) paracadas ¢ B.
Portanto, por P2, [ii = 9} se fis = gy

Note que P2 afirma precisamente que f = g dado B estdbem deflnldo Paraver iso, tomef ed’
arbitrariamente. Determineh=f eh’ = g'. Claramente, f = I|H eg —g|;;. Além disso, ascondlc;oa
em P2 definem f eg como f* = j’;; eg=0j. AssmaconclusmdePZ ‘sef = g, entéof = g 7,
€ amesmacomo “se ’[IH _c;“;_ entao f“; o “flfi
Exercicio 1 Mostre que a afirmacéo informal do principio da certeza é formalmente verdadeiro,
dados qualquer f1, T, T F,equalquer B S

[(fy = f» dado Bje (fi1 = fa dado S\B)| = [fi = fa].

[Dica: defina f=h flm_ f|-;; g :=fa fM -'[_g|<1“,r; PR J'1|;; fz[';ﬁ_fre
g = .f'é'?;; i 1 - Note que vocé ndo precisa invocar P2 (explicitamente) ]

11



Lembre-se de que nosso objetivo € desenvolver uma teoria que relacione as preferéncias em
alos com conseqiéncias incertas, com as preferéncias sobre as conseguéncias. (A relagdo de
preferéncia = em F é estendida a Z embutindo-se Z em F como atos congtantes. Isto €, nés dizemos
quex 5= X se,esomentese, f = f onde f e f’ sBo atos congtantes que assumem vaores x e X',
respectivamente). O proximo postulado faz isso para as preferéncias condicionals.

P3 Dadosquaisquer f, ' T F,x,x T Z eBl Ssef° x,f°x,eB! /& entdo

f=fdado B < ==2z"

Para B= S P3 é trivid, uma questéo de definicdo de uma conseqiiéncia como um ato corstante.
Quando Bt S P3 é necessaio como um postulado independente. Como as preferéncias sdo
definidas estabelecendo os resultados dos atos para 0 mesmo ao padrd quando o evento néo
ocorre, e dois atos congtantes distintos ndo podem tomar 0 mesmo vaor.

Representando crencas com probabilidades qualitativas Queremos determinar as crencas do
noso agente fixadas em ~. Para esse fim, dados quaisquer dois eventos A e B, nds queremos
determinar qual evento nosO agente acha que é mas provavel. Para fazer isso, vamos tomar
quaisquer duas conseqiiéncias x, X' 1 Z com x = X'. E pedido ao nosso agente para escolher entre

as duas jogadas (atos) fa e fg com

) r ifsc A
fals) = { (3)

Caso contrario

- { r ifscB
[ERE — :

¥'  Caso contrario

Se nosso agente prefere fa afg , NGs podemos inferir que ele consdera A mais provave que o evento
B, porque ele prefere levar 0 “prémio” quando A ocorrer, aleva-lo quando B ocorrer.

Definicdo 5 Tome qualquer x, X' 1 Z comx = X'. Dados quaisquer A, B i S, podemos dizer que A
é pelo menos tdo provavel quanto B (e escreva A=B) se, e somente se, fa = fg, onde fa e fg S30
definidos por (3).

NO6s queremos ter certeza de que iss0 nos dard crencas bem definidas. Isto é, ndo deveria ser o
ca0 que, quando utilizanos um x e X, inferimos que o0 agente conddere A edritamente mais
provavel que B, mas quando utilizamos dgum outro y e y', nés inferimos que ee conddera B
estritamente mais provavel que A. Nossa proxima hip6tese garante que = esté bem definido.



PA Dados quaisquer x, X, Y,y 1 Zcomx = X ey =y, definafa fz, ga, Os por

e pon s r ifsed ooy Heed
Jfals) = { o . gals) = { y

Caso contrario I Caso contrério

S r ifseB Vo) @ geEB
fr{s) = { o , gBl{s)= { E

Caso contréario y"  Caso contrério
Entéo,
faz fB <= ga = gB
Findmente, tenha certezade que podemosachar x ex’ comx = X':
P5 Exigedgumx, X' 1 Ztd quex = X'.

NOs agora temos uma relacéo = bem definida gue determina qual dos dois eventos é mais
provével. Verifica-se que = é uma probabilidade qualitativa, definidaa seguir:

Definicéo 6 Diz-se que uma relacdio ~ entre os eventos € uma probabilidade qualitativa se, e
somente se:

1. = for completo e transitivo;

2.dados quaisquer B,C,D 1 ScomB C D= CC D = A&, temos

B-C <= BUD~CUD;

3.B=/EparacadaBi S eSs /&

Exercicio 2 Mostre que, sob os postulados P1-P5, a relacdo = definida na Defi nicdo 5 é uma
probabilidade qualitativa.

Quantificando as avaliagbes de probabilidade qualitativa Savage utiliza as medidas de
probabilidade finitamente aditivas na sigma-algebra discreta:

Definicdo 7 Por uma medida de probabilidade, entende-se uma funcdo p : 2°® [0, 1], com
1. BC C= /A& entfop(B U C)=p(B)+p(C), e

2. p(O=1

13



NGs gostariamos de representar nossa probabilidade qualitativa > com uma medida de
probabilidade (quantitetiva) p no sentido de que

B-C < p(B)>p(C) V¥B,CCS. (QPR)

Exercicio 3 Mostre que, se uma relacdo ~ pode ser representada por uma medida de
probabilidade, entdo ~ deve ser uma probabilidade qualitativa.

Quando S é finito, uma vez que ~ é completo e transtivo, pdo Teorema 2, pode ser
representada por um fungdo p, mas pode ndo haver nenhuma fungdo que satisfaca a condicdo 1 na
definicdo da medida de probabilidade. Além disso, S € tipicamente infinito. (Incidentemente, a
teoria que se segue exige que S sgjainfinito.)

Estamos interessados nas preferéncias que podem ser consderadas vindas de um agente que
avdia 0s aos com respeito a suas utilidades esperadas, utilizando uma funcdo de utilidade em Z e
uma medida de probabilidade em S que ele tenha em mente. Nossa tarefa a essa dtura € achar a
probabilidade p (B) que de atribui a dgum evento arbitr&io B. Imagine que nés perguntemos a
pessoa se p (B) 3 Y. Dependendo de sua resposta sincera, determinamosse p (B) T [1/2] ou p (B) 1
[0,1/2, 1]. Dado o intervalo, perguntamos se p (B) esta na metade superior ou na metade inferior
desse intervalo, e dependendo de sua resposta, nGs obtemos um intervalo menor que contenha p (B).
Nés fazemos isso ad infinitum. Uma vez que o tamanho na n-ésima repeticdo é 1/2", nds
gprendemos p (B) no find. Por exemplo, digamos que p (B) = 0,77. Nés primeiro perguntamos se p
(B) 3 1/2. Ele responde que Sim. Nés agora perguntamos se p (B) 3 ¥4 Ele responde que Sm. Entdo
perguntamos se p (B) 3 7/8. Ele responde que N&o. Agora, perguntamos se p (B) 3 13/16 = (3/4 +
7/8) /2. Ele responde que Nédo novamente. Perguntamos agora se p (B) 3 25/32 = (3/4 + 7/8) /2. Ele
diz que Néo. Entéo perguntamos se p (B) 3 49/64. Ele responde que Sm agora. A essa dtura nés
sabemos que 49/64 @ 0,765 £ p (B) < 25/32 @ 0.781. Conforme continuemos a perguntar
obteremos uma resposta melhor.

E iss0 0 que nds faremos, ainda que em um arranjo muito abstrato. Tome S como infinitamente
divisivel sob . 1sto €, que Stenha

uma particgo { 1. DT} com DU D? = S e D= D7,

uma particio { D, D3. D3. D3} com D3UDZ = DI, D3UDY = D?.e Di~ D3~ D DA,
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uma particéo {1},1. .-+ . DZ'} com DT =Bt s SRR = DR s @

~ =11
1 Nors
Do DS

ad infinitum.

D} D?

1

o | 22 D | pi

Exercicio 4 Verifique que, se = érepresentado por um p, entdo devemos ter p (Df) = 1/2".

Dado qualquer evento B, para cadan, defina
ki{n, B) = max {r|H‘=~ U U,‘;} .

onde utilizamos a convencdo que UI_, Di = il semprequer < 1. Defina

ken, B)

T—+H0 an

(4)
Prove que k (n, B) /2" T [0,1] € n&o-decrescente em n. Portanto, limhey k (n, B) /2" estd bem
definido.

Umavez que ~ é trandtivo, se B = C, entdio k(n, B) 3 k(n, C) paracada n, gerando p (B) 3 p (C).

Isso prova que a parte b de (QPR) sob a hipdtese de que S é infinitamente divisivel. A outra parte
(U ) éimplicada pela seguinte hipdtese:

P6 SeB - C, entdo hd uma particdo finita {D?, ..., D"} de Std queB > C | D" paracadar.

Sob P1-P5, a P6 também implica que S sga infinitamente divisive. (Ver a definicdo de
“rigido” e os Teoremas 3 e 4 em Savage.) Portanto, P1-P6' implicam (QPR), onde p € definido por
(4).

Exercicio 5 Verifique que, se = érepresentado por algump’ , entio

ki{n B)
'2”

5 kin.B)+1
= _IUI [.:"j)ll < #

a cada B. Por isso, seambos p e p’ representam -, entdop = p’.
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O postulado 6 serd um pouco mais forte do que P6'. (E também utilizado para obter 0 axioma da
continuidade de von Neumann e Morgenstern.)

P 6 Dados quaisquer xT Z, equalquer g, h1 F comg = h, existe uma particdo {D?,...,D"} de Stal
que

g=hi egi=h

para cadai £ n onde

. z ifseD’ i r  ifscDF
B2 (s) - { 5 e e 97 (s) = { e
!

() Caso contrario g1s5) Caso contrério

Tomeg = fg e h = f¢ (definidos em (3)) paraobter P6'.

Teorema 5 Sob P1-P6, existe uma medida de probabilidade Unica p tal que
B>~C < p(B)=p(C) VB.C C S. (QPR)

No capitulo 5, Savage mostra que, quando Z é finito, os Postulados P1-P6 implicam os Axiomas
2-4 de von Neumann e Morgenstern — tanto quanto suas hipéteses de modelagem como  somente as
distribuicdes de probabilidade na questdo do conjunto de prémios . Dessaforma, ele obtém o
seguinte Teorema:

Teorema 6 Tome Z como finito. Sob P1-P6, ha uma fungéo de utilidadeu : Z® R e uma medida
de probabilidadep: 2°® [0,1] tal que

Frg < ) p{slf(s)=2u(z) =) p({slg(s) = z}) u(z)

=R =Z

paracadaf, gl F.

3 Para o conjunto-prémio infinito Z, nds precisamos da versdo infinita do principio da certeza:

P7 Sendstemosf =~ g (s) dadosB paracadasi B, entdof ~ g dadosB. Do mesmo modo, sef (s) = gdados B
paracadasi B,entdof = gdadosB.

Sob P1-P7, nés obtemos a representacdo de utilidade esperadaparao caso geral.
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